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Lösungen zur 2. Auswahlklausur 2012/2013 

 

 

Aufgabe 1 

In der Ebene liegen zwei konzentrische Kreise mit den Radien 1 13r =  und 2 8r = . 

Es sei AB ein Durchmesser des größeren Kreises und BC eine seiner Sehnen, die den kleineren 

Kreis im Punkt D berührt. 

Man berechne die Länge der Strecke AD. 

 

Lösung: Die beiden möglichen Lagen von D 

sind symmetrisch zur Geraden (AB), so dass 

es ausreicht, den Fall zu betrachten, bei dem 

das Dreieck ABD gegen den Uhrzeigersinn 

orientiert ist (siehe Figur). Der gemeinsame 

Mittelpunkt der beiden Kreise sei mit M 

bezeichnet. Weil der Berührradius MD auf 

der Tangente BC senkrecht steht, ist MBD 

rechtwinklig, so dass aus dem Satz des 

Pythagoras 
2 2 2 2 2

1 2
169 64 105BD MB MD r r= − = − = − =  folgt.  

Nach dem Satz des Thales ist 90ACB = °∢ . Da wegen 90ACB MDB= = °∢ ∢  und des 

gemeinsamen Winkels DBM CBA=∢ ∢  die Dreiecke ABC und MBD ähnlich sind, und da 

1MB r MA= =  gilt, ist auch 105DC BD= =  sowie 2 16CA DM= ⋅ = . Damit sind die 

Längen der Katheten im rechtwinkligen Dreieck ADC bekannt und es folgt 

2105 16 361 19AD = + = = . Die Seite AD hat also die Länge 19. 

 

Hinweise: Zahlreiche andere Lösungswege sind möglich. Weil die Aufgabe recht einfach ist, mussten auch für Fehler 

im letzten Rechenschritt (Beispiele: 360 , 461  oder sogar 361 18,5≈ ) Punkte abgezogen werden. 

 

 

Aufgabe 2 

Eine Menge A von ganzen Zahlen heißt zulässig, wenn sie folgende Eigenschaft hat: 

 Für ,x y A∈  ( x y=  ist erlaubt) gilt 2 2
x kxy y A+ + ∈  für jede ganze Zahl k. 

Man bestimme alle Paare ,m n  von Null verschiedener ganzer Zahlen, für welche die einzige 

zulässige Menge, die sowohl m als auch n enthält, die Menge � aller ganzer Zahlen ist. 

 

Lösung: Für ein Paar ,m n  mit ggT( , ) 1m n d= >  ist 2 2
m kmn n+ +  durch d teilbar, so dass als 

Menge A auch die Menge aller ganzzahligen Vielfachen von d in Frage kommt, die das Element 1 

nicht enthält und daher von � verschieden ist. 

Nun betrachten wir Zahlen ,m n  mit ggT( , ) 1m n = . Für diese gilt auch 2 2ggT( , ) 1m n = . Daher 

folgt aus dem erweiterten Euklidischen Algorithmus oder aus dem kleinen Satz von Fermat, dass es 

ganze Zahlen r und s gibt mit 2 2 1rm sn+ = . Außerdem ist für x y m= =  ersichtlich, dass 
2(2 )k m A+ ∈ , d.h. jedes ganzzahlige Vielfache von 2

m  in A liegt – entsprechend liegt jedes 

ganzzahlige Vielfache von 2
n  in A. Und für 2k =  ergibt sich, dass für alle ,x y A∈  auch 2( )x y+  

in A liegt. Also liegen 2
rm , 2

sn  und folglich 2 2 2 2( ) 1 1rm sn+ = =  in A. 
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Aufgabe 3 

Es sei n  eine positive natürliche Zahl. Im Folgenden betrachten wir Paare von Elementen der 

Menge { }1, 2,..., n , die jeweils kein gemeinsames Element haben. 

Man bestimme mit Beweis die größtmögliche Anzahl solcher Paare, für welche die Summen ihrer 

Elemente paarweise verschieden und nicht größer als n sind. 

(Zum Beispiel sind (1;9) , (2;7)  und (3;5)  für 10n =  drei mögliche Paare.) 

 

Lösung: Es sei k die Anzahl möglicher Paare. Dann lässt sich die Summe S der in ihnen 

vorkommenden 2k Zahlen in zwei Richtungen abschätzen: 

1 2 ... 2 (2 1)S k k k≥ + + + = +  (alle Zahlen sind verschieden) und 
1
2

( 1) ... ( 1) ( 1)S n n n k nk k k≤ + − + + − + = − −  (alle Summen sind verschieden und n≤ ). 

Dies liefert für 3n ≥  wegen 0k >  nach Division durch k die Ungleichung 1
2

2 1 ( 1)k n k+ ≤ − − , aus 

der 2 1
5
nk −≤  folgt. Es gibt also höchstens 2 1

5
n−    mögliche Paare 

( x    bezeichnet die größte ganze Zahl x≤ ). Für 3n <  ist offensichtlich 0k = . 

Nun geben wir für 3n ≥ eine Konstruktion mit genau 2 1
5
n−    Paaren an. Dazu sei zunächst 

5 3n m= + , also 2 1k m= + . Die folgende Tabelle zeigt die Paare und ihre Summen, wobei für 

kleine m manche Spalten wegen Doppeldeutigkeit der Terme gestrichen werden müssen: 

 

Paar 
3m+1 

2 

3m 

4 

… 

… 

2m+2 

2m 

4m+2 

1 

4m+1 

3 

… 

… 

3m+3 

2m–1 

3m+2 

2m+1 

Summe 3m+3 3m+4 … 4m+2 4m+3 4m+4 … 5m+2 5m+3 

 

Die 2 1m +  Paare enthalten alle Zahlen von 1 bis 4 2m + ; ihre Summen gehen von 3 3m +  bis 

5 3m +  und sind offensichtlich verschieden und nicht größer als n. 

Dieselbe Konstruktion funktioniert auch für 5 4n m= +  und 5 5n m= +  ( 0)m ≥ , weil hier wieder 

2 1k m= +  ist. Für 5 2n m= +  ist 2k m=  ausreichend. Daher kann hier die letzte Spalte der Tabelle 

einfach weggelassen werden. Für 5 1n m= +  ist ebenfalls 2k m=  und wir lassen wieder die letzte 

Spalte der Tabelle weg und vermindern außerdem jede obere Zahl in der ersten Reihe um 1. So sind 

wiederum alle Bedingungen erfüllt. 
 

Hinweis: Viele Teilnehmer haben sich von dem Beispiel verleiten lassen, / 3k n=     als maximale Anzahl 

anzunehmen. Wer allerdings für 8n =  die drei(!) Paare (2;4), (1;6), (3;5) oder (1;5), (3;4), (2;6) entdeckt hatte, war 

gegen diese Abschätzung immun. Das selten aufgetretene Missverständnis der Formulierung „jeweils kein 

gemeinsames Element“ in dem Sinne, dass Paare (x;x) erlaubt seien, führt auf ein triviales Problem, dessen Lösung nur 

mit einer bescheidenen Punktzahl honoriert worden ist. 

 


