Auswahlwettbewerb

zur ! nternationalen

Bildung & Begabung

Aufgabe 1. Ein Rechteck K mit ungeraden ganzzahligen Seitenlangen ist in Recht-
ecke unterteilt, die alle ganzahlige Seitenlingen haben. Man heweise, dass fiir min-
destens eines dieser Rechtecke die Abstinde zu jeder der vier Seiten von 7 alle
gerade oder alle ungerade sind.

Aufgabe 2. Es sei eine positive ganze Zahl d und eine Folge (a;);—1 23, positiver
ganzer Zahlen gegeben. Wir nehmen an, dass folgende zwei Bedingungen erfiillt
gind;

e Jede positive ganze Zahl taucht genau einmal in der Folge auf.
¢ Fir alle Indizes 4 > 101% gilt |ajpq — ai| < 2d.

Man beweise, dass unendlich viele Indizes j existieren, fiir die |a; — j| < d gilt.

Aufgabe 3. Essel ABC ein Dreieck. Der dem Punkt A gegeniiberliegende Ankreis
w beriihre die Strecke BC sowie die Strahlen AC und AB in den Punkten D, E
bzw. F. Der Umkreig des Dreiecks AEF schneide die Gerade BC in den Punkten
P und @. SchlieBlich sei M der Mittelpunkt der Strecke AD. Man beweige, dass
sich w und der Umkreis des Dreiecks M FQ) berihren.
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Aufgabe 1

Es seien a,,a,,...,a,,k und M positive ganze Zahlen mit den Eigenschaften
i+L+...+L:k und a,a,..a, =M .
al a2 an

Man beweise: Fur M >1 hat das Polynom
P(x)=M(x+1)' —(x+a)(x+a,)..(x+a,)
keine positiven Losungen.

Aufgabe 2

Es sei ABCDE ein konvexes Funfeck mit den Eigenschaften
AB=BC=CD, /BAE = /DCB und ZEDC = ZCBA.

Man beweise, dass die Lotgerade von E auf BC durch den Schnittpunkt von AC und BD verlauft.

Aufgabe 3

Man bestimme alle ganzen Zahlen »>2 mit der folgenden Eigenschaft:

Fir beliebige, nicht notwendigerweise verschiedene ganze Zahlen m,,m,,...,m,, deren Summe

nicht durch n teilbar ist, existiert ein Index i (1<i<n ), so dass keine der Zahlen
mo,m.+m, ,mAm M, MM+

i+1° i+l i+2°°° i+l i+n—1

durch n teilbar ist. (Dabei sei m, =m,_, fur i >n.)
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