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Auswahlwettbewerb zur Internationalen Mathematik-Olympiade 2022

Aufgabf 1. Der gr'c':d?.te gemeinsame Teiler zweier positiver ganzer Zahlen m und n sei mit
ggT(m, n) bezeichnet.

Es sei eine unendliche Menge S positiver ganzer Zahlen gegeben, sodass es vier paarweise
verschiedene Zahlen v, w, x. y € 5§ gibt, fiir die ggT(v, w) # ggT(r. y) gl

Beweisen Sie, dass es drei paarweise verschiedene Zahlen a. b, ¢ € S gibt, fiir die ggT{a, b) =
geT(a. c) # ggTib. c) gilt.

Erste Lisung. Im folgenden nennen wir eine dreielementige Teilmenge {s.f,u} C S ein aus-
gewogenes Dreieck, falls die Menge {ggT(s.t).ggT(s. u), ggT(t, u)} genau zwei verschiedene
Elemente hat. Es ist zu zeigen, dass es ein ausgewogenes Dreieck gibt.

Lemma. Fiir paarweise verschiedene Zahlen a. b.c.d £ S, sodass gglla.b) = gglia,c) #
ggT(a, d) und ggT(h d) = ggTie. d) gilt, enthilt die Menge {a, b, ¢, d} ein ausgewogenes Drei-
eck.

Beweis. Falls ggT(a, b) = ggT(h, ), dann ist {a, b. d} ein ausgewogenes Dreieck. Ansonsten gilt
entweder ggT(ae.d) # ggT(e.b) oder ggTia, d) # ggT(b.d), also ist {a.b, ¢} oder {b, c.d} ein
ausgewogenes Dreieck.

¢ | ."'“b

di T4 ]

Fiir jedes Element a € S sei S, = {ggT{a.s) | = € 8.5 # a}. Da diese Menge nur Teiler von a
enthilt, ist sie endlich. Aus der Voraussetzung folgt, dass wir a € S so wihlen kiénnen, dass
5, mindestens zwei Elemente enthilt, da ansonsten ggT(v. w) = ggT{w. r) = ggT(z.y) gelten
wiirde.

Nach dem Schubfachprinzip finden wir eine unendliche Teilmenge T © S, sodass ggT(a. t) der
gleiche Wert g ist fiir alle ¢ € T. Nun wihlen wir ein d € 8'(T U {a}) sodass ggT(a. d) # g, das
wegen |5;| > 1 existieren muss. Da auch 5; endlich ist, finden wir nach dem Schubfachprinzip
zwei verschiedene Elemente b, e £ T sodass ggT(b. d) = ggTie, d) gilt. Dann erfiillen a, b, ¢, d
die Voraussetzungen des Lemmas, also existiert in der Tat ein ausgewogenes Dreieck. O

Zweite Lisung. Wir diirfen o.B.d.A. voraussetzen, dass keine ganze Zahl g > 1 alle Zahlen aus §
teilt, da wir sonst die grifte derartige Zahl g wihlen und § durch die Menge 5" = {s/g| s £ 5}
ersetzen kinnten: Falls die Behauptung fiir 5" gilt, dann auch fiir 5.
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Angenommen fiir eine Primzahl p wire die Teilmenge 5, < & aller durch p teilbaren Zahlen
unendlich grﬂﬂ, dann wihlen wir a £ .‘f\SF,, was wegen der ch'jhefrlegung mﬁglid‘l ist. Da die
Zahlen ggT(a, s) fiir s £ 5, Teiler von ¢ sind, gibt es nach dem Schubfachprinzip verschiedene
b.c € S, mit ggT(a.b) = ggT(a.c). Da b, ¢ beide durch p teilbar sind, folgt auch ggT(b, c) #
ggTla. ¢}, also die Behauptung,.

Somit diirfen wir annehmen, dass jede Primzahl nur endlich viele Elemente aus S teilt. Wegen
der Voraussetzung finden wir nun aber Zahlen b, ¢ € &, die nicht teilerfremd sind. Es gibt nur
endlich viele Primzahlen, die b oder ¢ teilen, also enthilt 5 auch nur endlich viele Elemente, die
nicht zu b oder ¢ teilerfremd sind. Somit kiinnen wir wegen | S| = oo ein Element a € & wihlen,
dass zu b und ¢ teilerfremd ist. Dann erfiillen a. b, ¢ die Behauptung,. a

Anmerkung: Es ist maglich, beliebig grofle endliche Mengen konstruieren, sodass die entspre-
chende Aussage nicht gilt, zB. indem man fiir verschiedene Primzahlen py. ps. .. .. P mit Pro-
dukt N = py - -- . die Menge S = {N/p; |i = 1,....r} wihlt. Dann sind ggT(z. y).z.y € S alle

verschieden, also gilt die Voraussetzung, aber nicht die Behauptung aus der Aufgabe.

Aufgabe 2. Es sei ABC D ein Parallelogramm mit | AC| = | BC|. Ein Punkt P sei auf dem Strahl
AR gewihlt, sodass B zwischen A und P liegt. Der Umkreis des Dreiecks AC D und die Strecke
P D haben auer dem Punkt I noch den Punkt () gemeinsam. Der Umkreis des Dreiecks APQ
und die Strecke P haben auffer dem Punkt P noch den Punkt R gemeinsam.

Beweisen Sie, dass sich die drei Geraden "D, A¢} und BR in einem Punkt schneiden.
Erste Lisung. Wir arbeiteten mit gerichteten Winkeln modulo 180 Grad. Zunichst erkennen

wir, dass aus der Voraussetzung |AC| = |BC| unmittelbar folgt, dass die Winkel £5AC,
LOBA, £DCA und £ ADC allesamt gleich grof sind.

-

o el € s,

R B P

Es gentigt zu zeigen, dass der Schnittpunkt § der Geraden A¢) und ' D auf der Geraden BR
liegt. Wegen £C850Q = LPAQ = £CRQ) ist OS5 Re) ein Sehnenviereck. Wegen £CRA = 180° —
LARP = 180" — LAQP = £DQA = £DCA = £CBAist auch ABRC ein Sehnenviereck. Also
gilt LSAC = £8QC = LADC = £BAC = £BRP, woraus in der Tat folgt, dass P, R und §
auf einer Geraden liegen. o

Zweite Lisung. Wie in der ersten Lilsung zeigt man, dass ABRC ein Sehnenviereck ist. Wir be-
trachten den Schnittpunkt E der Geraden AD und BR. Dann gilt {EAP = LOBA = LBAC =
L ERP, also liegt F auf dem Umkreis des Sehnenvierecks APR().
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Nun gilt {CER = £APR = 180° — £DCR, also liegt E auch auf dem Umkreis des Dreiecks
RCD. Die paarweisen Potenzgeraden der Umkreise von ACD, APR und RCD sind somit
die Geraden C'D, AQ), RE = RB, also schneiden sie sich in einem Punkt. Dies impliziert die
Behauptung,. O

Dritte Lisung. Da £QAC = £QDC = £ P A folgt mit der Umkehrung des Sehnen-Tangenten-
Winkel-Satzes, dass die Gerade AC' den Umkreis des Sehnenvierecks APR() tangiert. Wegen
der Voraussetzung tangiert AR auch den Umkreis des Sehnenvierecks AQC D, also sind die
Winkel £ ADQ und £ PAQ) gleich groR. Damit folgt aber £ ACQ = LADQ = LPAQ = £CRQ,
also tangiert AC' auch den Umkreis des Dreiecks C'Q R.

Der Schnittpunkt M der Geraden R und AC' erfiillt damit nach dem Sekanten-Tangenten-
Satz |MA]* = [MQ)| - |[MR| = |MC|*, also ist M der Mittelpunkt der Strecke AC, also auch der
Mittelpunkt der Strecke BD.

Deer Satz von Pappos, angewandt auf die jeweils kollinearen Punkte A, B, Pund R, (2, M impli-
ziert nun, dass der Schnittpunkt § der Geraden A} und BR, C (als Schnittpunkt der Geraden
AM und PR), sowie I? (als Schnittpunkt der Geraden BM und PQ) auf einer Geraden liegen,
was der zu zeigenden Aussage entspricht. O
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Aufgabe 3. Bestimmen Sie! den kleinsten Wert, den der Ausdruck

(i3] g L ]

171+ 3]+ |3
annehmen kann, wobei a;.as, ... a2 = 1 reelle Zahlen sind, sodass |a;, — a;| > 1 fiir alle
1<i<j=2022gile

Anmerkung: Fiir eine reelle Zahl = bezeichnet ||, genannt Gaufi-Klammer von z, die griBite
ganze Zahl, die nicht grifer als x ist.

1, die zweitkleinste mindestens 2 ist, usw. bis zur 2022-ten, die mindestens 2022 sein muss.
Wenn wir nun die Zahlen aq, . . ., ase sukzessive der Grifle nach durch 1.2, . . ., 2022 ersetzen,
so wird die Summe aus dem Aufgabentext nicht gréfier. Wir sehen also, dass wir uns auf den
Fall einschrinken diirfen, dass (a;. a1, ..., 22 ) paarweise verschiedene positive ganze Zahlen

sind. Nun ersetzen wir 2022 durch eine beliebige positive ganze Zahl k und behaupten, dass
der kleinste Wert s(k), den die Summe

515+ 5]

annehmen kann, wennay, ag, ..., 0. paarweise verschiedene positive ganze Zahlen sind, genau

|log, (k)] betrgt. o

* Untere Schranke: Da m offenbar monoton steigend ist, geniigt es zu zeigen, dass m(2') = ¢
gilt. Der Fall t = (v ist klar, fiir ¢ > () verwenden wir vollstindige Induktion und setzen daher
m(271) = t — 1 als bekannt voraus. Es seien a;.ay. ..., ax beliebige paarweise verschiedene
positive ganze Zahlen. Dann ist das Maximum o; dieser Zahlen mindestens 2°. Falls i > 271,
so gilt nun

[ 15 (52 5 L)L) 2 e

Lisung. Aus der Voraussetzung folgt, dass die kleinste der Zahlen a;. a3, .. ., aa2: Mindestens

Falls jedoch i < 2'77, so ist die Menge X = {1.2,....2" "} {ay.aa... ., a1} nicht leer. Sei
b £ X beliebig. Dann gilta; = 2' =21 + 27! = b+ i, also gilt

2] 2] 3+

& Obere Schranke: Wir setzen

b+i .
+{ T‘J+---+[”;_1‘J+gm{zf"1+1—:—1+1—r

o i — 1, falls i keine Zweierpotenz ist,
' 2+ _ 1, falls i = 2°.

Dann sind ay, aq, ..., ;. paarweise verschiedene positive ganze Zahlen und es gilt

la,J | 0., falls i keine Zweierpotenz ist,
i 1 andernfalls.
also folgt [5] + || +---+ | 5] = |log,(k)].

Angewandt auf die konkrete Situation der Aufgabenstellung erhalten wir, dass der kleinste
Wert, den die angegebene Summe annehmen kann, gleich |log,(2022)| = L1 ist. o

"Mit Beweis.
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Auswahlwettbewerb zur Internationalen Mathematik-Olympiade 2022

Aufgabe 1

Fiir eine feste positive ganze Zahl m sei A eine Teilmenge von {0,1,2,,.,,5"’} , die aus 4m+

Elementen besteht.
Beweisen Sie, dass es in A stets drei Zahlen a,b.c gibt, fiirdie a<b<c und c¢+2a>3b gil

Erste Losung:

Wir nehmen an, dass es 4m+2 Elemente x, <x, <..<X,,,, aus {O.I.Z.....S"'} gibt, fiir
welche die Behauptung nicht erfiillt ist. Dann gilt insbesondere x,  , +2x <3x,, fiiralle
i=0,1,...4m—1. Umformen ergibt x,,,, —x, 23(x,,., —X.,)-

Ein einfacher Induktionsschluss liefert daraus x,_,, —x, = (-;-)“'" (X — X4 )

Hier fiihrt nun i =0 auf x,,,, —% 2 (2)" (¥es = %00) = (2)" (Yo = X0 ) > 571,

Widerspruch! o

Zweite Losung:
Wir bezeichnen das griéfite Element von A mit ¢. Fiir £ =0,...,4m—1 definieren wir

A, ={xeAl(l—(%)‘)cS.\*<(l—(§)"')c}.
Wegen (1-(3)")c=c—(%)"c>c—(%)"c2c—1 bilden die Mengen A, 4,...., 4, , eine

81

Zerlegung von A\{c}. Weil 4\|c} aus 4m+1 Elementen besteht, muss nach dem
Schubfachprinzip eine Menge A, existieren, die aus wenigstens zwei Elementen besteht. Wi

bezeichnen zwei der Zahlen aus 4, so mit @ und b, dass a <b <c gilt. Dann ist
Al

c+2azc+2(1-(3) )e=(3-2(2) )e=3(1—(3)")e > 3b, wie verlangt. o

Hinweise: Offensichtlich ldsst sich in der Behauptung die Michtigkeit von A nicht auf 4m+
verkleinern, wie fiir m=1 das Beispiel A={0,2,3,4,5} zeigt. Ein gelegentlich auftretender
Fehler bestand darin, die Elemente von A4 zu manipulieren oder zu ersetzen, ohne dabei zu

iiberpriifen, ob die daraus gezogenen Schlussfolgerungen fiir die urspriingliche Menge A4
giiltig sind.
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Aunfgabe 2

Bestimmen Sie alle ganzen Zahlen n =1, fiir die es ein Paar (a,b) von positiven ganzen Zahlen
mit folgenden Eigenschaften gibt:

il Keine dritte Potenz einer Primzahl teilt a® +b+3.
i) Es gilt abtibi8 n
B b3

Antwort: Die einzige ganze Zahl mit diesen Eigenschaften ist n=2.

Erste Lisung:

Es sei p ein beliebiger Primfaktor von a® +b+3 (ein solcher existiert, weil a® +b+3=5
gilt). Dann ist b=—a" —3mod p. Wegen der Ganzzahligkeit von n muss p aber auch ein
Primfaktor von ab+3b+8 sein. Somit gilt

D=ab+3b+8=al—-a" -3 +3—-a -3 +8=—a —3a" -3a—-l=—a+l) mod g,

also muss p auch ein Primfaktor von a+1 sein.

Wegen i) kann p in a” +b+3 héchstens quadratisch vorkommen, also hchstens doppelt so
oft wie in @ +1. Weil das fiir jeden Primfaktor gilt, erhalten wir a’ +h+3<{a+1)". Wiirde
ein Primfaktor p in a” +5+3 dagegen hichstens einfach vorkommen, so hitten wir

a +b+3ﬂ%ﬂ@, im Widerspruch zu % g’ +l<a’+4=2a’+bh+3.

Alsomuss @ +b+3=({a+1)* gelten. Folglich ist b=2g—2 und damit
ab+3b+8=a(2a-2)+3(2a-2)+8=24" +da+2=2a+1y.

Somit ist n=2 die einzige migliche Losung. Das Beispiel (a,b)=(2,2) mit a* +b+3=9
zeigt, dass n=2 tatsichlich eine Lisung ist. o

Fweite Lisung:
Wenn wir die Bedingung i} nach b auflésen, erhalten wir b= M*_TM. (1)
a+3i-n

Fall I: m=a+3. Hier muss wegen e auch der Zihler verschwinden, was nach Einsetzen
{a+1y =0, also a =-1 liefert - ein Widerspruchzu a e %" .
Fall2: m=a+3. Aus (1) folgt

2 3 2 2 2 3
ihidogled +3n 3+3=a +3a” —na +na +3n—8+3a+9-3n _ (atl) L@

a+3—n a+3i-n a+3-n

Mun bezeichnen wir mit vﬂ{:] die Hiufigkeit, mit der ein Primfaktor p in der Zahl = e &"
vorkommt. Gibe es einen Primfaktor p mit v la+ = v (a+ 3—n)+1, dann wiire nach (2)
I'P{El +h+3) = ZvF{a +3—n)+323, was im Widerspruch zu i} steht. Also ist
vﬂi_a+l}£vﬂ{a+3—n}, und somit ist @a+1 ein Teiler von a+3—n. Aus (2) folgt noch

a+3—n=0 und daher a+l=ag+3—-n,also n=2.
Fiir n=1 wiire dann ﬂ+||ﬂ' +2, was fiir kein g & erfiillt ist. Also kann nur n=2 gelten,

was mit dem Beispiel aus der ersten Losung bestatigt wird. o

Hinweise: In der zweiten Losung ist der Nachweis von n < a+3 unbedingt erforderlich.
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Aufgabe 3

Fiir eine feste positive ganze Zahl k sei K die Menge aller Gitterpunkte (x, 1) in der Ebene,
deren beide Koordinaten x und y nichinegative ganze Zahlen kleiner als 2k sind. Es gilt also
|K]=4k".

Eine Menge I bestehe nun aus &” nicht-ausgearteten Vierecken mit folgenden Eigenschaften:

il Die Ecken aller dieser Vierecke sind Elemente von K.
i) Jeder Punkt in K ist Eckpunkt von genau einem der Vierecke in I,

Bestimmen Sie den groBtméglichen Wert, den die Summe der Flicheninhalte aller & Vierecke
in I annehmen kann.

Antwort: Der griBtmbgliche Wert der Flachensumme betrigt S(k) = g-szlk +12k-1).
Bezeichnungen: Der Flicheninhalt eines Polygons .Y sei mit [X] bezeichnet. Ein Viereck
heilie legal, wenn alle seine Eckpunkte zu K gehiren. Weiter sei =(k—L.k—1) der
Mittelpunkt von K. Ein legales Viereck heilBe zentral, wenn es punktsymmetrisch mit 7 als
Mittelpunkt ist. Jede Menge I von Vierecken, die die Bedingungen der Aufgabenstellung

erfiillt, heifle akzeprabel. Fiir jede akzeptable Menge I sei die Flachensumme ihrer Vierecke
mit S{F") bezeichnet.

Erste Lisung:
Jeder Punkt aus K ist Eckpunkt eines eindeutig definierten zentralen Quadrats. Daher ist die
Menge () aller zentralen Quadrate akzeptabel. Wir zeigen S{I7) = S(() = S(k) (1),

woraus die Antwort folgt.
Wir benutzen das folgende
Lemma 1. Fiir jedes Viereck V = A.4,4, 4, und jeden beliebigen Punkt 0 in der Ebene gilt

4
GESY (2.
i=|
wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn I ein Quadrat mit Mittelpunkt £ ist.
o4, - 04, < 04" + 04},
2 4

4 4 . 7 4 . - . -

[V] = E[GA. A, ] = {-{Z{GA.' +04, )= %Eﬂd; . womit (2) bewiesen ist. In der Tat herrscht
=] rml

Fml

L. Daher gilt

Beweis: Fiir i=1....4 und 4, =4 gilt [U.{.AHI]S

jeweils Gleichheit, wenn I ein Quadrat mit Mittelpunkt 0 ist. m

Nun betrachten wir eine beliebige akzeptable Menge I. Lemma | auf jedes Element von ¥

und jedes Element von () angewendet liefert S{1)<4 E A% = 8{() ., womit die linke Seite
Aak

von (1) bewiesen ist.

2k=11k=]
Mun berechnen wir 5((J) =J:-Z o4 = %Z Z[{k —4-if + (k-4 _.ﬂz]
AsK =l =
k=l k=1 . 2k &
=1.4-2k3 (2k-2i-1) =k (2j+1) =k[Zf —Eﬂjf]
=] f=0 i=1 i=1
=.ﬁ:[2“2k +;]{4k +1) _4_k{k +1:2£’ +|]]= k- (2k +;]{2i’ —1) - S(k). o
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Zweite Lisung:
Fiir jedes Viereck ABCD in einer akzeptablen Menge 17 gilt

[4BCD] = “'Cfﬂ sing< A€ 8D . 5D

mit ¢ = & AC, B, Wenden wir (3) auf alle Elemente von I an, so erhalten wir

(3),

2
S(Fy=41) AB’ . wobei (4, 4,.. 4. B B, .. B ) eine Permutation von K ist.
dwml]

zi!
Mit der Abkiirzung § = Z A B} formulieren wir das folgende
=l
Lemma 2. Der grifitmagliche Wert von & iiber alle Permutationen von K betrigt
1k7(4k* —1) und wird angenommen, wenn A4 und B fiiralle i=12,....2k" symmetrisch zu
O liegen.
Beweis: Es seien 4 =(p_.g ) und B =(r.s5) fiir i=L2,...2k . Dann ist

et it
5= E (p—r)+ E{‘i‘. —5) . Mit der QM-AM-Ungleichung schitzen wir die erste Summe
d=]

=l

2’ 2’ i 2w
ab: ¥ (p,—r) =E{2;J__J +2r —(p, +r;]1}=4kz;': -Xp+r)
=l [ = -1
1w 1 b % | 1 a4
<4kY F-—| Niptr) | =Y - 2% ¥ j
=T b =TS G

2E(2E—-1)4k-1) (2 —1) = 252102k +1)

6 3
gilt, wenn g, +r =2k -1 fiir alle i erfiillt ist. Da die zweite Summe villig analog abgeschitzt

werden kann, folgt § < £4°(44° —1) mit Gleichheit bei p +r =g, +5 =2k—| fiiralle

i=1...2k%, dh.wenn 4 und B fiiralle i=1,2,..,2k° symmetrisch zu O liegen. m

4[4k -1) _ E 2k -2k +1)
3 i

=dk- . wobei Gleichheit genau dann

Mit dem Resultat aus Lemma 2 ergibt sich §5(})=L-

¥

wobel die Abschitzung fiir die Menge 0 scharf ist. o

Hinweise:

Das hiufig behauptete Ergebnis S(k)= k" ist falsch, weil es nicht auf der maximalen
Konfiguration beruht und nur fiir £ =1 den korrekten Wert liefert. Die Formel von Pick ist
bei dieser Aufgabe nicht zielfiihrend, weil in der maximalen Konfiguration nicht alle Vierecke
hinsichtlich der Aufteilung zwischen Rand- und inneren Gitterpunkten optimiert sind.

Der grofftmégliche Wert der Fliichensumme bleibt derselbe, wenn man in der
Aufgabenstellung . Vierecke™ durch ,,Vielecke™ ersetzt.
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