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Bildung & Begabung

Auswahlwettbewerb zur Internationalen Mathematik-Olympiade 2021
1.Auswahlklausur Beispiellosungen ( 17. Dezember 2020)

Aufgabe 1. Die Ecken eines regelmafiigen 100-Ecks P seien so entweder rot oder blau gefarbt, dass jede
Farbe mindestens 24-mal vorkommt.

Beweisen Sie, dass es 24 paarweise disjunkte Vierecke )y, (Js. ... .(}s; gibt, deren Eckpunkte auch Ecken
von P sind, sodass jedes Viereck (); entweder einen oder drei rote Eckpunkte hat.

Lasung. Wir zeigen per Induktion nach n die folgende Aussage:

Wenn die Ecken eines konvexen 4n-Ecks P so rot und blau gefirbt wurden, dass jede Farbe mindestens
(n — 1)-mal vorkonumt, finden wir (n — 1) paarweise disjunkfe Vierecke ()1, ..., ()1, deren Ecken
auch Ecken von P sind.

Fiir n = 25 erhalten wir die Behauptung aus der Aufgabenstellung.

Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei nun» = 2 und o.B.d.A. gebe es mindestens 2n rote Ecken. Der Fall, dass
die Ecken alternierend oder 2-alternierend gefirbt sind, wird unten behandelt. Ansonsten muss es vier
aufeinanderfolgende Ecken geben, unter denen nicht zwei rote und zwei blaue sind. Dann gibt es auch
vier aufeinanderfolgende Ecken, unter denen mehr rote als blaue sind, denn andernfalls gibe es weniger
rote als blaue Ecken. Wihle solche vier Ecken aus: Wenn genau drei von ihnen rot sind, wihlen wir das
von den vier ausgewihlten Ecken aufgespannte Viereck als (J,,_;. Die restlichen 4(n — 1) Punkte bilden
ein konvexes 4(n — 1)-Eck P, das zu (),,_; disjunkt ist und auf das wir die Induktionsannahme anwenden
kénnen. Wenn hingegen alle vier der gewdhlten Ecken rot sind, gehen wir den Rand des 4n-Ecks entlang
bis wir zum ersten Mal auf einen der mindestens n — 1 = 0 blauen Punkte treffen und wenden das gleiche
Argument wie im vorherigen Fall an.

Es bleiben noch die Fille, dass die Ecken alternierend oder 2-alternierend gefirbt sind. Dafiir gibt es ver-
schiedene Konstruktionen. Wir betrachten zuerst den alternierenden Fall und bezeichnen die Ecken von
Pmit Py, Ps, ..., Py, wobei 0.B.d.A. P blau sei. In diesem Fall gibt es (mindestens) zwei Konstruktionen
(siehe folgende Skizzen).

Panga
. .P:s,.
Fiyn - FPin R
Py B - Paga
Py P & Py ya
Py Py . Pagyi
Py Py
Variante 1 Variante 2

In Variante 1 beginnen wir mit dem Viereck P, Py P Py, und gehen dann von P aus gegen den Uhrzeiger-
sinn in Dreierschritten und von Py, aus im Uhrzeigersinn in Einerschritten weiter. Dabei bleiben genau
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wobei von jedem a £ V' genau eine Kante ausgeht, die in demjenigen eindeutig bestimmten b £ V endet,
sodass b = a® + 1 (mod p) gilt. Man macht sich leicht klar, dass zwei verschiedene Inseln p-Landiens
genau dann durch eine Briicke verbunden sind, wenn es die entsprechenden Zahlen in (7, durch eine
gerichtete Kante miteinander verbunden sind (egal in welcher Richtung). Die zu zeigende Behauptung
ist also dquivalent dazu, dass (7 als einfacher Graph, d.h. nach Vergessen der Orientierungen der Kanten
und Weglassen von Schleifen’, nicht zusammenhingend ist.

Da jeder zusammenhingende einfache Graph mit p Ecken mindestens p — 1 Kanten haben muss, geniigt
es dafiir zu zeigen, dass mindestens zwei der p Kanten von (7, Schleifen waren. Dazu kénnen wir laut
der Annahme an p zunichst eine ganze Zahl  finden, sodass p | % — n + 1. O.B.d.A. diirfen wir sogar
n € ¥V annehmen. Dann gibt es in (7, eine Kante, die von n nach n fithrt. Wegenn'=p—n+1 € V und

P —w+l=(l-n?-(1-n+1=1-2a+n’—1-n+l1=n*-n+1=0(modp),
liegt auch an der Ecke n” eine Schleife.

Um den Beweis zu beenden miissen wir noch nachweisen, dass n # n' gilt. Falls doch n’ = n, dann wiirde
auch p = 2n — 1 gelten, und damit wire 4n? — 4n + 1 durch p teilbar. Da aber auch 4n? — 4n + 4 durch p
teilbar ist, folgt schon p = 3, was wir oben ausgeschlossen haben. O

Aufgabe 3. Es sei ABC'D ein konvexes Parallelogramm, das bei A spitzwinklig ist. Die Spiegelpunkte von
Aan den Geraden BC und C'D seien mit P bzw. () bezeichnet. Auferdem schneidet die Gerade BD die
Strecken AP und A} im Inneren in den Punkten I bzw. S.

Beweisen Sie, dass sich die Umkreise der Dreiecke BRF und D()S beriihren.

Lasung. Wir betrachten den Spiegelpunkt Z von A bei Spiegelung an BD. Wir werden beweisen, dass
sich die beiden in der Aufgabenstellung erwihnten Kreise in Z beriihren.

[
r
)
r
]
]

Zunichst ist wegen {BZR = £{RAB = £BPR und der Umkrehrung des Peripheriewinkelsatzes klar,
dass Z auf dem Umbkreis w, von BRF liegt. Analog zeigt man, dass Z auch auf dem Umbkreis wy von
D@5 liegt. Der Sehnen-Tangentenwinkel der Sehne ZB von w, ist £ZRB = £BRA. Da AR auf BC und
damit auch auf AD senkrecht steht, hat dieser Winkel die Grofe 90° — £ADB. Analog zeigt man, dass der
Sehnen-Tangentenwinkel der Sehne Z D von w» gleich 90° — £DBA ist. Die Summe dieser beiden Winkel
betrigt nun 180° — LADB — £{DBA = £{BAD = £DZB, was zeigt, dass die Tangenten an « und wy im
Punkt Z iibereinstimmen. Somit beriihren sich beide Kreise wirklich. O

'So werden Kanten bezeichnet, die im gleichen Eckpunkt beginnen und enden.
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Aufgabe 1

Beweisen Sie, dass es fiir jede beliebige nichtnegative ganze Zahl z genau ein geordnetes Paar
(m,n) positiver ganzer Zahlen m, n gibt, so dass 2z =(m +nyY —m—=3n (1) gilt.

Erste Lisung:

Umformen von (1) ergibt 2z =(m+n-1) +m-n-1=2m-2+(m+n-D(m+n-1-1),

(m+n—1)(m+n-2)
2

(2), wobei 0<m=k und k€, k=1 gilt. AuBerdem ist @EE .

woraus z+l=m+ folgt. Wir setzen m+n—1=k und erhalten

:+l=m+M
2

Offensichtlich gibt es zu jeder positiven ganzen Zahl z +1 genau ein k mut
k(k—1) {:+1£k(k—l}+k: (k+ 1)k .

2 2 2
k(k—1)

Dann sind auch m=z+1- und n =k +1—m eindeutig bestimmte positive ganze

Zahlen, so dass (2) eine eindeutige Darstellung jeder positiven ganzen Zahl z+1 und damut
Jeder nichtnegativen ganzen Zahl = durch m und n Lefert. o

Zweite Lisung:
Umformen von (1) ergibt 2z = (m+n)(m+n—1)—2n. Wir bemerken, dass die rechte Seite

stets gerade ist und setzen m+n =k . Fiir konstantes & ( k = 2) kann n die Werte 1,2,....k -1
annehmen, so dass die rechte Seite jeweils verschiedene gerade Zahlen von k(k—1)-2 bis
k(k=1)=2(k=1)=(k =1}k —2) lefert. Fiir k£ =2.3,... entsteht so emne vollstindige, disjunkte
Zerlegung der Menge aller nichtnegativer gerader ganzer Zahlen. Die Zahl 2z liegt daher in
genau einem durch k bestimmten Intervall an einer durch n bestimmten Stelle, womit dafiir
auch m emndeutig bestimmt 1st. O

Hinweise: Der Beweis lidsst sich auch mut vollstindiger Induktion filhren. Das Auftauchen der

k(k -1)
2

Dreieckszahlen erlaubt eine schine geometrische Darstellung der verschiedenen

Intervalle, in denen 2z hegen kann.

Aufgabe 2

In emem gleichschenkligen Dreieck 4ABC mit BC =CA sei D ein Punkt im Inneren der Seite
AB, fiir den AD < DB gilt. Weiter seien P und J zwei Punkte im Inneren der Seiten BC bzw.
CA, so dass £DPB = 240D =90° gilt. Die Mittelsenkrechte von PQ schneide C'Q) 1m Punkt

E, und die Umkreise der Dreiecke ABC und QP schneiden sich auBer in C in elnem weiteren
Punkt F.
Beweisen Sie: Wenn P, E und F kollinear sind, dann gilt Z4CB =90°.
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Erste Lisung:

Wir bezeichnen die Mittelsenkrechte der Strecke PO mit m und den Kreis QPCF mit £.
Wegen DP L BC und DQ | AC liegt auch D auf k und CD ist sogar Durchmesser von £.
Die Strecken QF und PE liegen symmetrisch zu m; gleichzeitig ist m auch Symmetrieachse
von k. Daher sind die Sehnen CQ
und FP symmetrisch zu m, also \m
auch C und F (nach )
Voraussetzung sind P, £ und F
kollingar!). Somit stimmt die
Mittelsenkrechte von CF mit m
tiberein; es folgt, dass m durch
den Umkreismittelpunkt ) von
ABC verliuft.

Nun betrachten wir den
Mittelpunkt M der Strecke A4B. A { ) -{»f ]B
Wegen CM L DM liegt M auch

auf k. Wegen £ACM = ZMCE folgt aus dem Umfangswinkelsatz, dass die Sehnen MP und
M von k gleich lang sind. Damit 1st aber gezeigt, dass m durch M verlduft. Da sowohl O als
auch M auf m und auf CM liegen, folgt O=M und damit £4CB =9F. o

Zweite Lisung:

Wie in der ersten Losung %
ausgefiihrt, stellen wir fest, dass y C
die Punkte P, C, F, O, D und der
Mittelpunkt M von 48 auf dem :
Kreis & mit Durchmesser CD = P
liegen, und dass die Mittel-
senkrechte m von PQ durch M L
verlduft. { 0 k
Es se1 G der Schnittpunkt von BF Il \ )

und CM und wir bezeichnen i

o =/FBA. Weil E auf m liegt, A 1\ D“"—'?- i JB
well P, F und F kollinear sind, '

und weil CFAB und CFOP Sehnenvierecke sind, folgt

LPOC =2POE=2EPQ=/FPO=FCQ=2FCA=2FBA=¢.

Weiter gilt ZFEM = ZFEQ+ Z0EM =2 +(90° — ) = 90° + ¢ . Ebenfalls mit

Aullenwinkeln gilt £FGM =9 + ¢ ; daher ist MGEF ein Sehnenviereck.

Es folgt ZCGE = ZAMFE = ZAMFP = ZMCP. Also ist GE || BC und damit erhalten wir
LEAF = ZCAF = ZCBF = ZEGF , so dass GEFA ebenfalls ein Sehnenviereck ist.
Daraus folgt ZACE = ZAFB = ZAFG =180° — 2GMA =90° , was zu zeigen war. O

'y

Hinweise: Es gilt auch die Umkehrung der zu beweisenden Aussage: daher ist auf die
Unterscheidung von Voraussetzung und Behauptung zu achten, um Zirkelschliisse zu
vermeiden. Ein Beweis mit Strahlensatz ist ebenfalls méglich, dagegen fiihrten Anséitze mit
Drehstreckung {,,spiral similarity™) nicht zum Ziel.
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Aufgabe 3
Wir betrachten alle positiven reellen Zahlen a, b, ¢, d, fiir die (a+c)b+d)=ac+bd gilt.
Bestimmen Sie den klemnsten Wert, den § = a4 + E + §+ E annehmen kann.
c a
Erste Lisung:

Der kleinste mogliche Wert fiir S ist 8.
Um zu zeigen, dass stets §=8 gilt, wenden wir zweimal die AM-GM-Ungleichung an:
[5+£J+[E+5]22\/‘E+2J§= 2ac+bd) _2Aa+c)b+d) 22_2&-2\,@:8‘

b d) \c a bd ac  +Jabcd Jabed Jabcd
An den Stellen der Ungleichungen gilt Gleichheit, wenn @ =¢ und b=d ist. Damit lisst sich
(a+c)b+d)=ac+bd umschreiben als 4gb=g" +b". Auflésen nach a liefert a=5b(2+ )

und damit eine mégliche Lasung S =8 fiir b=d =1 und a=c= 2+43.

Zweite Lisung:
Die Verschiebung (a.b,c,d ) —> (b.c.d.a) dndert weder den Wert von § noch die

Nebenbedingung. Daher kénnen wir oBdA ac = bhd annehmen und setzen f = ‘% mit £=1.

actbd o +O)(h+1)22ac - 2,[T =41, wobei im

vorletzten Schritt die AM-GM-Ungleichung verwendet wurde. Also gilt t —4f+1=0 und
daher (= 2+£vr52—-\|"3-}, was wegen f =1 auf :3_’.'1_'.+1.E fiihrt.

Esist §=(£+%)+(t+2)22,[ac +2,[& = 2(r +1). Durch Ableiten schen wir, dass fiir alle
t22++f3 gilt: §'(1)=2-2/¢ = 0. Daher hat § an der Stelle t =2 ++3 ein Minimum und es
folgt §22(1+1)222+43+) =22 +V3+2-43)=8.

Fiir (a.b,c,d) = (1,2 +4/3,1,2++3) ist sowohl
(a+c)b+d)=8+43=1-1+(2+3)2+3) =ac+bd als auch

1 2+48 1 2443
S= + + + =2—af3+42+3+2-J3+2++3=8.
2131 2e 1 Beaefiea-Be2e s

Daher 1st 8 der kleinste Wert von S. 0

Aus der Bedingung folgt F+l=

Hinweise: Weitere Lésungen erreicht man iiber die Homogenitiit von § und der
Nebenbedingung, die es erlaubt, etwa abed =1 oder a=1 oder a+b+¢+d =1 zu setzen.
Nicht erlaubt sind jedoch Annahmen wie etwa a 2b=c=d oder andere, aus nicht gegebenen
»Symmetriegriinden” erschlossene Einschrinkungen.

Auch mit der klassischen Methode zur Behandlung von Optimierungsproblemen mit
Nebenbedingungen, nimlich mit Lagrange-Multiplikatoren, ist eine, wenn auch aufwiindige,
Lésung dieser Aufgabe maglich.
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